
Листок 20. Транснеравенство и КБШ
03 апреля 2022
9 “В” класс

1 Последовательно стоит несколько чисел. Если в паре соседних чи-
сел левое больше правого, разрешается поменять их местами и при этом
увеличить каждое вдвое. Обязательно ли наступит момент, когда эту
операцию нельзя будет выполнить?

2 Пусть a, b, c — неотрицательные числа. Докажите неравенства:
a a3 + b3 ≥ a2b + ab2,
b an + bn ≥ an−kbk + akbn−k,
c a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ca.

3 Пусть x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn, y1 ≥ y2 ≥ · · · ≥ yn, i1, . . . , in — произволь-
ная перестановка чисел 1, . . . , n. Докажите транснеравенство:

x1y1 + · · · + xnyn ≥ x1yi1 + · · · + xnyin ≥ x1yn + · · · + xny1.

Подсказка: воспользуйтесь методом математической индукции.

4 Докажите, что для положительных a, b, c верно неравенство:

a3

b
+
b3

c
+
c3

a
≥ a2 + b2 + c2.

5 Докажите, что для неотрицательных a, b, c верно неравенство:

a + b + c ≥ a(b + 1)

a + 1
+
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b + 1
+
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.

6 Пусть x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn, y1 ≥ y2 ≥ · · · ≥ yn. Докажите неравенство
Чебышёва:
x1y1 + · · · + xnyn

n
≥ x1 + · · · + xn

n
· y1 + · · · + yn

n
≥ x1yn + · · · + xny1

n
.

Подсказка: n раз воспользуйтесь транснеравенством для циклических
перестановок.

7 Докажите, что

4(a6 + b6) ≥ (a3 + b3)(a2 + b2)(a + b).



8 Пусть a ≥ b > 0, α ≥ β > 0, αβ = 1. Докажите, что a + b ≤ αa + βb.

9 Докажите, что для неотрицательных xi верно, что

n · (x1 + · · · + xn) ≥ (
√
x1 + · · · +

√
xn)

2 .

10 Докажите, что для положительных xi верно, что

(x1 + · · · + xn) ·
 1

x1
+ · · · + 1

xn

 ≥ n2.

11
a Докажите неравенство Коши-Буняковского-Шварца (КБШ):

(x1y1 + · · · + xnyn)
2 ≤ (x21 + · · · + x2n)(y

2
1 + · · · + y2n).

b При каких x1, . . . , xn, y1, . . . , yn неравенство КБШ обращается в
равенство?

12 Известно, что a + 2b + 3c не меньше 14. Докажите, что a2 + b2 + c2

также не меньше 14.

13 У каждого жителя города Тьмутаракань есть свои тараканы, не у
всех поровну. Два таракана являются товарищами, если у них общий
хозяин (в частности, каждый таракан сам себе товарищ). Что больше:
среднее количество тараканов, которыми владеет житель города, или
среднее количество товарищей у таракана?


