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Многочлены-2
Как построить многочлен наименьшей возможной степени, принимающий в

данных точках данные значения? Это задача об интерполяционном многочлене.

Определение. Пусть 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 — различные точки, а 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛 — какие-
то (не обязательно различные) значения. Интерполяционный многочлен — это
многочлен 𝑃 (𝑥) степени не больше 𝑛− 1, такой что 𝑃 (𝑥𝑖)= 𝑦𝑖 для всех 𝑖.

Существуют разные способы сконструировать интерполяционный многочлен.
Способ 1: Мы ищем коэффициенты 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛−2, . . . , 𝑎1, 𝑎0 многочлена

𝑃 (𝑥)= 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1+ · · ·+ 𝑎1𝑥+ 𝑎0. Для этого нужно решить систему из 𝑛 уравнений⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1
1 + · · ·+ 𝑎1𝑥1+ 𝑎0 = 𝑦1

𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1
2 + · · ·+ 𝑎1𝑥2+ 𝑎0 = 𝑦2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1
𝑛 + · · ·+ 𝑎1𝑥𝑛+ 𝑎0 = 𝑦𝑛

в которой 𝑥𝑖 и 𝑦𝑖 известны, а 𝑎𝑗 — неизвестны.

Способ 2 (интерполяционный многочлен Лагранжа): Многочлен

𝐴𝑖(𝑥) =
(𝑥−𝑥1)(𝑥−𝑥2) . . . (𝑥−𝑥𝑖−1)(𝑥−𝑥𝑖+1) . . . (𝑥−𝑥𝑛)

(𝑥𝑖−𝑥1)(𝑥𝑖−𝑥2) . . . (𝑥𝑖−𝑥𝑖−1)(𝑥𝑖−𝑥𝑖+1) . . . (𝑥𝑖−𝑥𝑛)

принимает значение 1 в точке 𝑥𝑖 и значение 0 в точках 𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛. Тогда
многочлен

𝑦𝑖𝐴𝑖(𝑥) = 𝑦𝑖
(𝑥−𝑥1)(𝑥−𝑥2) . . . (𝑥−𝑥𝑖−1)(𝑥−𝑥𝑖+1) . . . (𝑥−𝑥𝑛)

(𝑥𝑖−𝑥1)(𝑥𝑖−𝑥2) . . . (𝑥𝑖−𝑥𝑖−1)(𝑥𝑖−𝑥𝑖+1) . . . (𝑥𝑖−𝑥𝑛)

принимает значение 𝑦𝑖 в точке 𝑥𝑖 и значение 0 в остальных точках.
Тогда требуемый многочлен 𝑃 (𝑥) можно сконструировать так:

𝑃 (𝑥) = 𝑦1 ·𝐴1(𝑥)+ 𝑦2 ·𝐴2(𝑥)+ · · ·+ 𝑦𝑛 ·𝐴𝑛(𝑥).

В точке 𝑥=𝑥𝑖 все слагаемые, кроме 𝑖-го равны 0, а 𝑖-е слагаемое равно 𝑦𝑖.

Способ 3 (интерполяционный многочлен Ньютона): Конструируем многочлен
следующего вида:

𝑃 (𝑥) = 𝐵0+𝐵1(𝑥−𝑥1)+𝐵2(𝑥−𝑥1)(𝑥−𝑥2)+ · · ·+𝐵𝑛−1(𝑥−𝑥1)(𝑥−𝑥2) . . . (𝑥−𝑥𝑛−1).

Числа 𝐵0, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑛−1 можно вычислять, последовательно подставляя условия
𝑃 (𝑥1)= 𝑦1, 𝑃 (𝑥2)= 𝑦2, . . .



Это листочек на пятницу 12 мая. Скорее всего, это будет единственная
возможность сдать его устно, так что постарайтесь порешать задачи заранее.

1 a Постройте многочлен 𝑃 (𝑥) второй степени, такой что
𝑃 (1)= 1, 𝑃 (3)= 9, 𝑃 (5)= 36.

b Постройте многочлен 𝑃 (𝑥) третьей степени, такой что
𝑃 (1)= 1, 𝑃 (3)= 4, 𝑃 (5)= 10, 𝑃 (7)= 27.

2 a 𝑃 (𝑥) — многочлен степени 𝑛, а 𝑏 — какое-то число. Докажите, что
уравнение 𝑃 (𝑥)= 𝑏 имеет не больше 𝑛 корней.

b Про многочлен 𝑃 (𝑥) известно, что его степень не больше 4, а также
𝑃 (1)=1, 𝑃 (2)=2, 𝑃 (3)=3, 𝑃 (4)=4, 𝑃 (5)=5. Обязательно ли это многочлен 𝑃 (𝑥)=𝑥?

c Докажите, что интерполяционный многочлен единственен.

3 Числа 𝑎, 𝑏, 𝑐 различные. Решите уравнения без длинных вычислений и
упрощений.

a 𝑎
(𝑥− 𝑏)(𝑥− 𝑐)
(𝑎− 𝑏)(𝑎− 𝑐)

+ 𝑏
(𝑥− 𝑎)(𝑥− 𝑐)
(𝑏− 𝑎)(𝑏− 𝑐)

+ 𝑐
(𝑥− 𝑎)(𝑥− 𝑏)
(𝑐− 𝑎)(𝑐− 𝑏)

=𝑥;

b 𝑎2
(𝑥− 𝑏)(𝑥− 𝑐)
(𝑎− 𝑏)(𝑎− 𝑐)

+ 𝑏2
(𝑥− 𝑎)(𝑥− 𝑐)
(𝑏− 𝑎)(𝑏− 𝑐)

+ 𝑐2
(𝑥− 𝑎)(𝑥− 𝑏)
(𝑐− 𝑎)(𝑐− 𝑏)

=

= 𝑎
(𝑥− 𝑏)(𝑥− 𝑐)
(𝑎− 𝑏)(𝑎− 𝑐)

+ 𝑏
(𝑥− 𝑎)(𝑥− 𝑐)
(𝑏− 𝑎)(𝑏− 𝑐)

+ 𝑐
(𝑥− 𝑎)(𝑥− 𝑏)
(𝑐− 𝑎)(𝑐− 𝑏)

.

4 Найдите коэффициенты интерполяционного многочлена Ньютона 𝑃 (𝑥), у
которого 𝑃 (1)= 20, 𝑃 (2)= 23, 𝑃 (4)= 15, 𝑃 (5)= 43, 𝑃 (8)= 500.

5 Леонард Эйлер указывал многочлен 𝑃 (𝑥)=𝑥2+𝑥+41, для которого
𝑃 (0), 𝑃 (1), 𝑃 (2), . . . , 𝑃 (39) - простые числа. Однако не существует многочлена не
нулевой степени с целыми коэффициентами, у которого значения при любых целых 𝑥
были бы простыми числами. Докажите это.

6 В многочлене (𝑥6+𝑥5−𝑥4−𝑥3−𝑥2+𝑥+1)1543 раскрыли скобки и привели
подобные. Докажите, что какой-то коэффициент в получившемся выражении будет
отрицательным.

Эта задача не имеет отношения к интерполяционным многочленам.


