
Ãèìíàçèÿ 1543 11-Â êëàññ Àëãåáðà è ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç-8 18 ÿíâàðÿ 2023ã.

Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b], è x ∈ [a, b]. Òîãäà ôóíêöèÿ

F (x) =
x∫
a
f(t)dt íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì.

Òåîðåìà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íà îòðåçêå [a, b] íåîòðèöàòåëüíà è íåïðåðûâíà.

Òîãäà F (x) =
x∫
a
f(t)dt ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ f(x) íà îòðåçêå [a, b].

Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íà îòðåçêå [a, b] íåîòðèöàòåëüíà è íåïðåðûâíà,

F (x) � åå ïåðâîîáðàçíàÿ íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé ñíèçó

îñüþ àáñöèññ, ñâåðõó ãðàôèêîì ôóíêöèè f(x), à ñ áîêîâ ïðÿìûìè x = a è x = b, ãäå a < b, ðàâíà

F (b)− F (a), ò.å.
b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a).

10. Âû÷èñëèòå îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû. Íà÷åðòèòå ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâîëèíåéíûå òðàïåöèè.

à)
1∫
0

x2dx; á)
1∫
−1

(1− x2)dx.

11. Íàéäèòå îøèáêó:
2∫
0

dx

(x− 1)2
= − 1

x− 1

∣∣2
0 = −2

Ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

1)
b∫
a
f(x)dx = −

a∫
b

f(x)dx (ïðè ïåðåñòàíîâêå ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ èíòåãðàë ìåíÿåò çíàê)

2)
a∫
a
f(x)dx = 0.

3)
b∫
a
f(x)dx =

c∫
a
f(x)dx+

b∫
c
f(x)dx.

4a)
b∫
a
(f(x) + g(x))dx =

b∫
a
f(x)dx+

b∫
a
g(x)dx; 4á)

b∫
a
kf(x)dx = k

b∫
a
f(x)dx (ëèíåéíîñòü)

12. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë: à)
π∫
0

sinxdx; á)
π∫
−π

sinxdx .

13. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë
R∫
−R

√
R2 − x2dx äâóìÿ ñïîñîáàìè: ïî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà è ãåîìåò-

ðè÷åñêè.

Âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà

14. Íàéäèòå ïëîùàäè ôèãóð, îãðàíè÷åííûõ ñëåäóþùèìè êðèâûìè:

a) y = x2 è y =
√
x; â) y = x2 è x+ y = 2; ä) y = 2x, y = 2 è x = 0;

á) y = x2 + 2x− 3 è îñüþ àáñöèññ; ã) y = sinx, y = x− π è x = 0; å) y2 = x2(1− x2).

15. Ïîëüçóÿñü ãåîìåòðè÷åñêèì ñìûñëîì îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, âû÷èñëèòå
−1∫
−2

√
−2x− x2dx

16. Âû÷èñëèòå
100π∫
0

√
1− cos 2xdx.

17. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêàìè ôóíêöèé y = 1 + cosπx è y = 2x2 − 2.

18. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêàìè ôóíêöèé f(x) = 2−x, g(x) =
√
x

2
è êàñàòåëü-

íîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè g(x) â åãî òî÷êå ñ àáñöèññîé 16.

19. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì ôóíêöèè f(x) = x2−3|x|+x è êàñàòåëüíûìè

ê íåìó, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó A
(
−5

4
; −13

2

)
.

20. Ïðè êàêîì a ïðÿìàÿ y = a äåëèò ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = 0, y = 3−x2−2x,
ïîïîëàì?



21. Íàéäèòå ïëîùàäü ýëëèïñà
x2

a2
+
y2

b2
= 1, ãäå a > 0, b > 0.

22. ∗ Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé êðèâîé x2 + 2xy + 4y2 = 1.

Äîìàøíåå çàäàíèå

23. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåèíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè, êâàäðàò êîòîðîé èíòåãðèðóåì.

24. Â êàêîì îòíîøåíèè ïàðàáîëà y2 = 2x äåëèò ïëîùàäü êðóãà x2 + y2 = 8?

25. Âû÷èñëèòå

π
6∫
−π

6

(x2023 − 1543x) tg2 xdx.

26. Íàéäèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì ôóíêöèè y =
2

(2x− 1)2
, êàñàòåëüíîé ê íåìó â

òî÷êå ñ àáñöèññîé x0 = 1 è ïðÿìîé x = 2.

Çàìåíà è èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

Òåîðåìà 1. Ïóñòü u(x) è v(x) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè. Òîãäà
b∫
a
udv = uv

∣∣b
a −

b∫
a
vdu.

27. Ïðîèíòåãðèðóéòå ïî ÷àñòÿì: a)
π∫
0

x sinxdx; á)
1∫
0

arccosxdx.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], à ôóíêöèÿ x = φ(t) íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìa íà îòðåçêå [α, β]. Ïóñòü òàêæå âñå çíà÷åíèÿ x = φ(t) ïðè t ∈ [α, β] ïðèíàä-

ëåæàò îòðåçêó [a, b]; â ÷àñòíîñòè, φ(α) = a, φ(β) = b. Òîãäà
b∫
a
f(x)dx =

β∫
α
f(ϕ(t))ϕ′(t)dt.

28. Ìîæíî ëè ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà
3∫
0

x 3
√
1− xdx ïîëîæèòü x = sin t?

29. Ìîæíî ëè ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà
1∫
0

√
1− x2dx ïîëîæèòü x = sin t? Ìîæíî ëè â êà÷åñòâå

íîâûõ ïðåäåëîâ âçÿòü ÷èñëà π è
π

2
? Ïîäòâåðäèòå ñâîå ìíåíèå âû÷èñëåíèåì.

30. Ïðîèíòåãðèðóéòå ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé: a)
5∫
0

x2
√
25− x2dx; á)

ln 2∫
0

√
ex − 1dx.

31. Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû

a)

√
3∫

0

x arctg xdx; â)
1∫
−1

xdx√
5− 4x

; ä)
1∫
0

arcsin
√
x√

x(1− x)
dx;

á)
e∫
1
e

| lnx|dx; ã)
0,75∫
0

dx

(x+ 1)
√
x2 + 1

; å)
1∫
−1

xdx

x2 + x+ 1
.

32. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó íåâåðíû ñëåäóþùèå çàìåíû:

à) t = x
2
3 â èíòåãðàëå

1∫
−1

dx; á) x =
1

t
â èíòåãðàëå

1∫
−1

dx

1 + x2
.

33. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó íåâåðíà çàìåíà t = tg x â èíòåãðàëå
π∫
0

dx

1 + sin2 x
.

34. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f(x) =
x∫
−2

sin
πt

4
t2 + 2

dt â òî÷êå ãðàôèêà ñ àáñ-

öèññîé x0 = 2.

35. Íàéäèòå ìèíèìóìû ôóíêöèè f(x) =
x∫
0

(2 cos2 t− sin 2t)dt íà îòðåçêå [0; π].

36. Âû÷èñëèòå ñ ïîìîùüþ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

à) lim
n→∞

(
1

n2
+

2

n2
+ . . .+

n− 1

n2

)
; á) lim

n→∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n

)
;

â) lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

sin
πk

n
.

37. Íàéäèòå ïðåäåë lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

√
1 +

k

n
.


