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Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Îïðåäåëåíèå. Ïåðâîîáðàçíîé äëÿ äàííîé ôóíêöèè f(x), çàäàííîé íà íåêîòîðîì ïðîìåæóò-
êå, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ F (x), çàäàííàÿ íà òîì æå ïðîìåæóòêå, ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé ðàâíà
f(x).

Îïðåäåëåíèå. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f(x) íàçûâàþò íåîïðåäåëåííûì

èíòåãðàëîì ýòîé ôóíêöèè è îáîçíà÷àþò
∫
f(x)dx.

Òàáëèöà îñíîâíûõ èíòåãðàëîâ

1
∫
xαdx =

xα+1

α+ 1
+ C;

2
∫
sinxdx = − cosx + C; 3

∫
cosxdx = sinx + C;

4
∫ dx

cos2 x
= tg x + C; 5

∫ dx

sin2 x
= − ctg x + C;

6
∫ dx√

1− x2
= arcsinx + C; 7

∫ dx

1 + x2
= arctg x + C;

8
∫
exdx = ex + C; 9

∫
axdx =

ax

ln a
+ C;

10
∫ dx

x
= ln |x|+ C;

Ñâîéñòâà íåîïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà. Çàìåíà ïåðåìåííîé

1)
∫
kf(x)dx = k

∫
f(x)dx. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê èíòåãðàëà.

2)
∫
(f(x) ± g(x))dx =

∫
f(x)dx ±

∫
g(x)dx. Èíòåãðàë ñóììû ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ,

åñëè îíè ñóùåñòâóþò.

3) Ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííîé.

Åñëè
∫
f(x)dx = F (x) + C, òî

∫
f(kx + b)dx =

1

k
F (kx + b) + Ñ.

11
∫ dx√

a2 − x2
= arcsin

x

a
+ C; 13

∫ dx

x2 − a2
=

1

2a
ln
∣∣∣x− a
x+ a

∣∣∣+ C;

12
∫ dx

x2 + a2
=

1

a
arctg

x

a
+ C; 14

∫ dx

a2 − x2
=

1

2a
ln
∣∣∣x+ a

x− a

∣∣∣+ C.

4) Ïðîèçâîëüíàÿ çàìåíà ïåðåìåííîé.
Òåîðåìà. Ïóñòü t = g(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðîìåæóòêå X, è

∫
f(t)dt = F (t) + C íà

îáðàçå ýòîãî ïðîìåæóòêà g(X). Òîãäà
∫
f(g(x))dg(x) = F (g(x)) + Ñ.

Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèé, ñîäåðæàùèõ
√
a2 − x2,

√
a2 + x2,

√
x2 − a2 ïðèìåíÿþò òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêèå çàìåíû:
x = a sin t (èëè x = a cos t); x = a tg t (èëè x = a ctg t); x =

a

sin t
(èëè x =

a

cos t
).

15
∫ √

a2 − x2dx =
a2

2
arcsin

x

a
+
x

2

√
a2 − x2+Ñ; 16

∫ dx√
x2 ± a2

= ln |x+
√
x2 ± a2|+C
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4)
∫ dx√

5x2 + 2
; 7)

∫ x+ 2

5

√
(x− 2)

√
x− 2

dx; 10)
∫ dx√

x2 − x
;

2)
∫ dx√

4x+ 1− 2
√
x
; 5)

∫ dx√
2− 5x

; 8)
∫ dx

(arccosx)2
√
1− x2

; 11)
∫
sin3 x cos2 xdx.

3)
∫ dx

7x2 − 2
; 6)

∫ 2x5x

25x − 4x
dx; 9)

∫ x3dx

x8 + 2
; 12)

∫ dx

x
√
4 + 9x2

.

Çàäà÷è

1. à) Íàéäèòå ïåðâîîáðàçíóþ F0(x) äëÿ ôóíêöèè f(x) =
1

x2
íà ïðîìåæóòêå (0;+∞), ïðè-

íèìàþùóþ çíà÷åíèå 1 ïðè x = 1.

á) Êàê èçìåíèòñÿ îòâåò, åñëè óïóñòèòü óñëîâèå "íà ïðîìåæóòêå (0;+∞)"?

2. Ôóíêöèè F (x) è G(x) ÿâëÿþòñÿ ïåðâîîáðàçíûìè äëÿ ôóíêöèé f(x) = (x+ 5) ln(7− x)
è g(x) = (x− 2) ln(x + 4) ñîîòâåòñòâåííî. Ñðàâíèòå F (2) è G(4), åñëè F (3) = G(3).

3. Ïðîèíòåãðèðóéòå: à)
∫
tg xdx; á)

∫
tg2 xdx; â)

∫
x(1− x)10dx; ã)

∫ dx

1 + ex
.



Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì∫
udv = uv −

∫
vdu

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà è òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè óäîáíî
ïðèíèìàòü ìíîãî÷ëåí çà u, à òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ çà v.

4. Ïðîèíòåãðèðóéòå: à)
∫
x sinxdx; á)

∫
x2 sinxdx; â)∗

∫
x sin

√
xdx.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïðîèçâåäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà îáðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè
ïîñòóïàþò íàîáîðîò: ïðèíèìàþò ìíîãî÷ëåí çà v, à îáðàòíóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôóíê-
öèþ çà u.

5. Ïðîèíòåãðèðóéòå: à)
∫
x arctg xdx; á)

∫
arcsinxdx.

Âîîáùå, çà u ïðèíèìàþò ôóíêöèþ, ó êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ ïðîùå ñàìîé ôóíêöèè (íàïðè-
ìåð, lnx). À dv äîëæíî "õîðîøî"èíòåãðèðîâàòüñÿ.

6. Ïðîèíòåãðèðóéòå: à)
∫
x3 lnxdx; á)

∫
lnxdx; â)

∫
ex(2x2 + x + 1)dx;

ã)
∫
ex cosxdx; ä)

∫
x5ex

3
dx.

Äîáàâêà

7. Ïðîèíòåãðèðóéòå: à)
∫ dx

sinx
; á)

∫ dx

x2 − x+ 2
; â)

∫ x2dx

(1 + x2)2
dx; ã)

∫
sin2 x cos2 xdx

8. Ïðîèíòåãðèðóéòå:

à)
∫
ln2 xdx; á)

∫ ln2 x

x
dx; â)

∫
e2x sin 2xdx; ã)

∫
sinx ln(cosx)dx.

ä)
∫ dx

ex + e−x
; å)

∫
arcsin2 xdx; æ)

∫
e
√
xdx; ç)

∫ xdx√
1− x2

dx;

è)
∫ xearctg x

(1 + x2)
3
2

dx; ê)
∫
e2x sin2 xdx.

9. Äëÿ ôóíêöèè f(x) = − sin 6x cos 4x íàéäèòå ïåðâîîáðàçíóþ, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå êîòî-
ðîé ðàâíî 4.


