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Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

Ñòåïåíü ñ äåéñòâèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì

Ïîïðîáóåì ïîíÿòü, ÷òî òàêîå 1,41
√

2. À ÷òî òàêîå
√
2? Íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, êâàäðàò êîòîðî-

ãî ðàâåí 2. À îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òàêîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò? Èç àêñèîìû ïîëíîòû: ýòî ðàçäåëÿþùåå
÷èñëî ìíîæåñòâà Ì ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, êâàäðàò êîòîðûõ ìåíüøå 2 è ìíîæåñòâà Â ïîëîæè-
òåëüíûõ ÷èñåë, êâàäðàò êîòîðûõ áîëüøå 2. Åäèíñòâåííîñòü ðàçäåëÿþùåãî ÷èñëà ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî íàéäóòñÿ m ∈ M è b ∈ B, ñêîëü óãîäíî áëèçêèå äðóã ê äðóãó. Ñòåïåíü ñ ïîëîæèòåëüíûì
îñíîâàíèåì è äåéñòâèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì îïðåäåëèì ïî òîìó æå ïëàíó:

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a > 0, x ∈ R. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà M = {am|m ∈ Q,m < x}
è B = {ab|b ∈ Q, b > x}. Ðàçäåëÿþùåå ÷èñëî ìíîæåñòâ M è B íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ax.

Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ äîêàçàíà â êóðñå 10 êëàññà. Òîãäà æå äîêàçàíî, ÷òî îñíîâíûå ñâîé-
ñòâà ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì âûïîëíÿþòñÿ è äëÿ ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûì ïîêàçà-
òåëåì.

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a > 0, a 6= 1. Ôóíêöèÿ y = ax, îïðåäåëåííàÿ äëÿ âñåõ x ∈ R,
íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëüíîé.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñòåïåíè ñ äåéñòâèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì, 1x = 1 äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëü-
íûõ x. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàòü ïîêàçàòåëüíóþ ôóíêöèþ ïðè a = 1 íåçà÷åì.

Ñâîéñòâà ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè:
1) Ãðàôèê ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (0; 1).
2) Ïðè a > 1 ôóíêöèÿ y = ax âîçðàñòàåò, à ïðè 0 < a < 1 � óáûâàåò íà R.
3) Ôóíêöèÿ y = ax íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ÷èñëîâîé îñè.
4) Îáëàñòüþ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë.

1. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè: a) y = 2x; á) y =
(
1

2

)x
; â) y = 3x.

Äîêàæèòå, ÷òî îíè ðàâíû êàê ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû.

2. Ñðàâíèòå ÷èñëà: à) (
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3. Êàê ïî ãðàôèêó ôóíêöèè y = c · ax îïðåäåëèòü îñíîâàíèå a è êîýôôèöèåíò c?

4. Ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè: a) y = 21−x; á) y = −0, 2|x+2|; â) y = 3 · 2x
2 ;

ã) y = |2x + 1|+ |2x − 1|.

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå
(
1

2

)x+3

= − 4

x+ 2
.

6. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî |x− 1|> 2, 5x.

7. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëî÷èñëåííîå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = 10sin 2x cos 3x+cos 2x sin 3x+0,5

Ïîêàçàòåëüíûå óðàâíåíèÿ

Òàê êàê ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ìîíîòîííà, òî äëÿ âñåõ a > 0, a 6= 1 âåðåí ïåðåõîä(
af(x) = ag(x)

)
⇔ (f(x) = g(x))

8. Ðåøèòå óðàâíåíèå:

à) 253−2x =
1

125
· (25
√
5)−x; á) 32x−3 − 9x−1 + 27

2x
3 = 675; â) 4x + 2 · 6x − 3 · 9x = 0.

9. Ðåøèòå óðàâíåíèå:

à) 4x · 5x+1 = 5 · 202−x; å) 7x+3 − 7x+2 − 2x+5 + 2 · 0, 25−(1+0,5x) = 0;
á) 2 · 3x+1 − 6 · 3x−1 = 12; æ) 8x + 18x = 2 · 27x;
â)

2x

5x−1
+ 3 =

5x

2x−1
; ç) 8x+1 + 8 · (0, 5)3x + 3 · 2x+3 = 125− 24 · (0, 5)x;

ã) 9x+1 + 92x−1 = 54 · 27x−1; è) x2 · 4
√

2−x + 42−x = 4
√

2−x+2 + x2 · 2−2x;

ä)
(√

2−
√
3
)x

+
(√

2 +
√
3
)x

= 4; ê) 2x
2−4x+5 = 1 + sin2 πx

4
;

ë) 1 + 3
x
2 = 2x.



10. Ðåøèòå óðàâíåíèå:

à) (x− 3)
x+1
4 = 3

√
(x− 3)x−2; á) |x− 3|3x2−10x+3 = 1; â) x

√
x =
√
xx.

11. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:

à)


2 · 4x + 1

2x + 2
− 4x =

y

2x+1 + 4

4 · 23x + y2 = 4

á)


xx+y = yx−y

x2y = 1

Ïîêàçàòåëüíûå íåðàâåíñòâà

Äëÿ âñåõ a > 1 âåðåí ïåðåõîä
(
af(x) > ag(x)

)
⇔ (f(x) > g(x)).

Äëÿ âñåõ 0 < a < 1 âåðåí ïåðåõîä
(
af(x) > ag(x)

)
⇔ (f(x) < g(x)).(

f(x)g(x) > f(x)h(x)
)
⇔
{
f(x) > 0
(f(x)− 1)(g(x)− h(x)) > 0

12. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:

à)
1

8
·
(
1

2

)x(2−x)
> 8 ·

(
1

2

)3x
; ä) 9 · 4− 1

x + 5 · 6− 1
x < 4 · 9− 1

x ;

á) 2x+2 − 2x+3 − 2x+4 > 5x+1 − 5x+2; å) (x2 − x+ 1)x < 1;

â)
15− 16x+1

42x − 4
> 24x+1 − 3; æ) (x2 − 4x+ 4)x

2−x−6 > 1;

ã)
(
1

4

)2x−1

+ 15 ·
(
1

4

)x
− 4 < 0; ç) f (g(x)) < g (f(x)), ãäå f(x) = 2x, g(x) = 4x.

13. ∗ Íà äîñêå â ðÿä â íåêîòîðîì ïîðÿäêå âûïèñàíû íåñêîëüêî ñòåïåíåé äâîéêè. Äëÿ êàæäîé
ïàðû ñîñåäíèõ ÷èñåë Ïåòÿ çàïèñàë â òåòðàäêó ñòåïåíü, â êîòîðóþ íóæíî âîçâåñòè ëåâîå
÷èñëî, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü ïðàâîå. Ïåðâûì â ðÿäó íà äîñêå øëî ÷èñëî 2, à ïîñëåäíèì �
÷èñëî 1024. Âàñÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàéòè ïðîèçâåäåíèå âñåõ ÷èñåë
â òåòðàäêå. Ïðàâ ëè Âàñÿ?

14. ∗ Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà a è b, ÷òî ñòåïåíü ab � ÷èñëî ðàöèîíàëüíîå?

Äîìàøíåå çàäàíèå

15. Ðåøèòå óðàâíåíèå:

à) 3x−1 · 2x+1 + 2x−1 · 3x =
7

36
; ä) 9 · 5x + 15 · 3x−1 = 15x + 45;

á) 4x − 3 · 2x+2 = 64; å) 251−cos 6x = 5
1

ctg 3x ;
â) 4x − 3x−0,5 = 3x+0,5 − 22x−1; æ) 3x + 32−x = 3 · (1 + cos 2πx);

ã) 4 · 22x − 6x = 18 · 32x; ç) | cosx|sin2 x−1,5 sinx+0,5 = 1.

16. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:

à) 4
√

9−x2+1 + 2 < 9 · 2
√

9−x2
; ã) 5 · 9x − 18 · 15x + 9 · 25x > 0;

á) (
√
5 + 2)x−1 >(

√
5− 2)

x−1
x+1 ; ä) (x2 + x+ 1)

x+5
x+2 >(x2 + x+ 1)3;

â)
22+
√

x−1 − 24

21+
√

x−1 − 8
> 1; å) (4x2 + 2x+ 1)x

2−x 6 1.

Äîáàâêà

17. ∗ Ðåøèòå â ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ ñèñòåìó


xy = z
yz = x
zx = y

18. ∗ Èçâåñòíî, ÷òî a > 0, à íåðàâåíñòâî 10 < ax < 100 èìååò ðîâíî ïÿòü ðåøåíèé â íà-
òóðàëüíûõ ÷èñëàõ. Ñêîëüêî òàêèõ ðåøåíèé ìîæåò èìåòü íåðàâåíñòâî 100 < ax < 1000?
(Òóðãîð-2005/2006)


