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Ïîëíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèè

Âûïóêëîñòü ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ y = f(x), íåïðåðûâíàÿ íà èíòåðâàëå (a; b), íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé ââåðõ íà ýòîì
èíòåðâàëå, åñëè åå ãðàôèê ðàñïîëîæåí íå âûøå ëþáîé ñâîåé êàñàòåëüíîé íà ýòîì èíòåðâàëå.

Ôóíêöèÿ y = f(x), íåïðåðûâíàÿ íà èíòåðâàëå (a; b), íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé âíèç íà ýòîì èíòåðâàëå, åñëè åå
ãðàôèê ðàñïîëîæåí íå íèæå ëþáîé ñâîåé êàñàòåëüíîé íà ýòîì èíòåðâàëå.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ y = f(x), íåïðåðûâíàÿ íà èíòåðâàëå (a; b), íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé ââåðõ íà
ýòîì èíòåðâàëå, åñëè åå ãðàôèê ðàñïîëîæåí íèæå ëþáîé ñâîåé êàñàòåëüíîé íà ýòîì èíòåðâàëå ( çà èñêëþ÷åíèåì
ëèøü ñàìîé òî÷êè êàñàíèÿ ). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñòðîãàÿ âûïóêëîñòü âíèç.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïóêëîñòè. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è âî âñåõ òî÷êàõ
èíòåðâàëà (a; b) f ′′(x)6 0, òî ôóíêöèÿ íà ýòîì èíòåðâàëå âûïóêëà ââåðõ, åñëè æå f ′′(x)> 0 �- âûïóêëà âíèç.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñòðîãîé âûïóêëîñòè-1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è âî âñåõ
òî÷êàõ èíòåðâàëà (a; b) f ′′(x) < 0, òî ôóíêöèÿ íà ýòîì èíòåðâàëå ñòðîãî âûïóêëà ââåðõ, åñëè æå f ′′(x) > 0�
ñòðîãî âûïóêëà âíèç.

91. Ïîêàæèòå ñ ïîìîùüþ êîíòðïðèìåðà, ÷òî ýòî óñëîâèå ñòðîãîé âûïóêëîñòè íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå óñëîâèÿ ñòðîãîé âûïóêëîñòè èñïîëüçîâàëîñü íå ñàìî óñëîâèå f ′′(x) < 0 èëè
f ′′(x) > 0, à ñòðîãîå óáûâàíèå (âîçðàñòàíèå) ïåðâîé ïðîèçâîäíîé. Ýòî ïîçâîëÿåò îñëàáèòü óñëîâèå òàê:

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñòðîãîé âûïóêëîñòè-2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b] è âî
âñåõ òî÷êàõ èíòåðâàëà (a; b) f ′′(x)6 0 (f ′′(x)> 0), ïðè÷åì f ′′(x) = 0 ëèøü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, òî ôóíêöèÿ
íà ýòîì èíòåðâàëå ñòðîãî âûïóêëà ââåðõ (âíèç).

Èñïîëüçîâàíèå òåðìèíà "âûïóêëîñòü"îáúÿñíÿåò ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå (a; b) âûïóêëà âíèç (ââåðõ), òî òî åå ãðàôèê íà ýòîì èíòåðâàëå ðàñïî-

ëîæåí ïîä (íàä) õîðäîé ÀÂ, ãäå A(a, f(a)), B(b, f(b)).

Òî÷êè ïåðåãèáà

92. à) Íàéäèòå äëÿ ôóíêöèè y = x3 − 3x2 èíòåðâàëû âûïóêëîñòè ââåðõ è âûïóêëîñòè âíèç.
á) Ñîïîñòàâüòå ðåçóëüòàò ñ ïîñòðîåííûì ãðàôèêîì è ðåøåííîé ðàíåå çàäà÷åé: "Íàéäèòå óðàâíåíèå êàñàòåëü-
íîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x3 − 3x2, èìåþùåé åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó ñ ãðàôèêîì ýòîé ôóíêöèè."

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà ãðàôèêà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, îòäåëÿþùàÿ åãî ÷àñòü, âûïóêëóþ ââåðõ, îò ÷àñòè, âû-
ïóêëîé âíèç, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå òî÷êè ïåðåãèáà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
íà èíòåðâàëå (a; b). Òîãäà åñëè òî÷êà x0 ∈ (a; b) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè f(x), òî
f ′′(x) = 0.

93. ßâëÿåòñÿ ëè ýòî óñëîâèå äîñòàòî÷íûì?

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òî÷êè ïåðåãèáà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â
ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è äèôôåðåíöèðóåìà â ñàìîé òî÷êå x0. Åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0

âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê, òî òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà äëÿ ãðàôèêà ôóíêöèè f(x).

94. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â òî÷êå ïåðåãèáà åñòü êàñàòåëüíàÿ, òî ãðàôèê ôóíêöèè ïåðåõîäèò â ýòîé òî÷êå ñ îäíîé
ñòîðîíû êàñàòåëüíîé íà äðóãóþ.

95. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè ãðàôèê ôóíêöèè ïåðåõîäèò â òî÷êå êàñàíèÿ ñ îäíîé ñòîðîíû êàñàòåëüíîé íà äðóãóþ, òî
ýòà òî÷êà � òî÷êà ïåðåãèáà?

96. Èññëåäóéòå ôóíêöèè íà âûïóêëîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà: à) y =
x3

x2 + 12
; á) y =

√
4x3 − 12x.

97. Íàéäèòå íóëè è èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè, èññëåäóéòå åå íà ìîíîòîííîñòü è ýêñòðåìóìû, à òàêæå
íà âûïóêëîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà. Çàòåì ïîñòðîéòå ãðàôèê.

à) y = (x− 2)2(x+ 2); â) y = x4 + 4x3 ä)y = x 3
√
x− 1;

á) y = 2x3 − x2 + 4x; ã) y =
2

x2 − 4x+ 5
; å) y = 2x− 3

3
√
x2.

98. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = x3 sin2 1

x
ïðè x 6= 0, f(0) = 0.

à) Èññëåäóéòå ýòó ôóíêöèþ íà íåïðåðûâíîñòü.
á) Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó y = f(x) â òî÷êå x = 0.
â) Äîêàæèòå, ÷òî ãðàôèêy = f(x) ðàñïîëîæåí íèæå êàñàòåëüíîé ïðè x < 0 è âûøå êàñàòåëüíîé ïðè x > 0.
ã) ßâëÿåòñÿ ëè òî÷êà x = 0 òî÷êîé ïåðåãèáà äëÿ äàííîé ôóíêöèè?



Àñèìïòîòû

Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x), åñëè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè
ãðàôèêà äî ïðÿìîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè áåñêîíå÷íîì óäàëåíèè ýòîé òî÷êè îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ïðÿìàÿ x = a ÿâëÿåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ôóíêöèÿ y = f(x) òåðïèò â òî÷êå a ðàçðûâ, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë lim

x→a
f(x) =∞.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà óäîáíî íàéòè îòäåëüíî ïðåäåëû ñëåâà è ñïðàâà è óòî÷íèòü çíàêè áåñêîíå÷íîñòåé.

Ïðÿìàÿ y = b ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí èç êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ: lim

x→+∞
f(x) = b èëè lim

x→−∞
f(x) = b.

Ïðÿìàÿ y = kx+ b ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñóùåñòâóþò äâà êîíå÷íûõ ïðåäåëà: lim
x→±∞

f(x)

x
= k è lim

x→±∞
(f(x)− kx) = b.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ åãî óäîáíî ðàçáèòü åãî íà äâå ÷àñòè:
à) ïðÿìàÿ y = kx + b ÿâëÿåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé ãðàôèêà ôóíêöèè y = f(x) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî k ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim

x→±∞
(f(x)− kx) = b.

á) Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò è êîíå÷íûé ïðåäåë lim
x→±∞

f(x)

x
= k.

Çàìåòèì, ÷òî ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íàêëîííîé ïðè k = 0.

Ïëàí ïîëíîãî èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè

1) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ.

2) ×åòíîñòü(íå÷åòíîñòü), ïåðèîäè÷íîñòü (åñëè åñòü)

3) Íóëè, èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà. Çíà÷åíèå â íóëå.

4) Àñèìïòîòû.

5) Êðèòè÷åñêèå òî÷êè è èõ õàðàêòåð. Èññëåäîâàíèå íà ìîíîòîííîñòü è ýêñòðåìóìû.

6) Èññëåäîâàíèå íà âûïóêëîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà.

99. Åñòü ëè àñèìïòîòû ó ãðàôèêîâ èç ïðåäïðåäûäóùåãî íîìåðà?

100. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ è ïîñòðîéòå åå ãðàôèê:

à) y = − x3

(x+ 1)2
; â) y =

x2 + 2x− 3

x2 − 6x+ 9
; ä) y = 3

√
x(x+ 3)2; æ) y = x+ arctg x;

á) y =
x3

3− x2
; ã) y =

x√
x2 + x

; å) y =
sinx

2 + cosx
; ç) y = 2x− tg x.

Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ
...è ðàññêàçûâàëè àíåêäîòû î ðàñêðûòèè íåîïðåäåëåííîñòåé

ìåòîäîì Ëîïèòàëÿ.

À. è Á. Ñòðóãàöêèå, "Ïîíåäåëüíèê íà÷èíàåòñÿ â ñóááîòó"

101. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ è ïîñòðîéòå åå ãðàôèê y = x · arctg x.

Êàê ïîêàçûâàåò ýòîò ïðèìåð, èíîãäà ðàñêðûòèå íåîïðåäåëåííîñòè ïðè íàõîæäåíèè àñèìïòîò - îñíîâíàÿ òåõíè-
÷åñêàÿ ñëîæíîñòü ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêà. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ÷àñòî ïðèìåíÿþò ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ.

Òåîðåìà Êîøè. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a; b] è äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå

(a; b), ïðè÷åì g′(x) 6= 0 ïðè x ∈ (a; b). Òîãäà ñóùåñòâóåò ξ ∈ (a; b) òàêàÿ, ÷òî
f(b)− f(a)
g(b)− g(a) =

f ′(ξ)

g′(ξ)
.

Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ. Ïóñòü â ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè x0 ôóíêöèè y = f(x) è y = g(x) äèôôåðåíöèðóåìû,

ïðè÷åì g′(x) 6= 0. Ïóñòü òàêæå lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0. Òîãäà åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
= A,

òî ñóùåñòâóåò è ïðåäåë lim
x→x0

f(x)

g(x)
= A.

À ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íûì ÷èñëîì, òàê è áåñêîíå÷íîñòüþ. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ïðèìåíèìî òàêæå ê îäíîñòî-
ðîííèì ïðåäåëàì è ê ïðåäåëàì íà áåñêîíå÷íîñòè.

Äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè òèïà
∞
∞ ïåðåõîäÿò ê ôóíêöèÿì

1

f(x)
è

1

g(x)
.

102. Íàéäèòå ïðåäåë ôóíêöèè äâóìÿ ñïîñîáàìè: ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ è áåç íåãî. Êàê ïðîùå?

à) lim
x→∞

4x2 − 3x

6x2 + 2
; á) lim

x→∞

4x2 − 3x

6x+ 2
; â) lim

x→1
sin(x− 1) tg

(
πx

2

)
.

103. Ñîôèçì. Íàéäåì ïðåäåë lim
x→∞

x2 + sinx

x2
äâóìÿ ñïîñîáàìè.

1) lim
x→∞

x2 + sinx

x2
= lim

x→∞

2x+ cosx

2x
= lim

x→∞

2− sinx

2
, ò.å. ïðåäåëà íåò.

2) lim
x→∞

x2 + sinx

x2
= lim

x→∞

(
x2

x2
+

sinx

x2

)
= 1 + 0 = 1.


