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Ïðîèçâîäíàÿ-2
Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü ðàâíà ïðîèçâîäíîé êîîðäèíàòû ïî âðåìåíè. À êàêàÿ ôèçè÷åñêàÿ âå-
ëè÷èíà ñîîòâåòñòâóåò âòîðîé ïðîèçâîäíîé êîîðäèíàòû ïî âðåìåíè?

17. Çàêîí äâèæåíèÿ òî÷êè ïî îñè Ox çàäàåòñÿ ôîðìóëîé x = 10t+5t2, ãäå t � âðåìÿ â ñåêóíäàõ, à x � ðàññòîÿíèå
â ìåòðàõ. Íàéäèòå ñêîðîñòü è óñêîðåíèå òî÷êè â ìîìåíò t = 20.

18. à) Ïî äàííûì ãðàôèêàì çàâèñèìîñòè êîîðäèíàòû îò âðåìåíè íà÷åðòèòå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè è óñêî-
ðåíèÿ îò âðåìåíè.
á) Ïî äàííûì ãðàôèêàì ñêîðîñòè íà÷åðòèòå ãðàôèêè êîîðäèíàòû è óñêîðåíèÿ.

19. Îïðåäåëèòå ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé ïîíÿòèå ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ.

Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé îïðåäåëÿåòñÿ ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ìàññû âåùåñòâà â ïðîöåñ-
ñå ðàäèîàêòèâíîãî ðàñïàäà, ðàñòâîðåíèÿ â âîäå è ò.ï. Âîîáùå, ïðîèçâîäíàÿ åñòü ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü

èçìåíåíèÿ ôóíêöèè.

Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ìîãóò ìåíÿòüñÿ íå òîëüêî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Íàïðèìåð, ìàññà îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ
äëèíû x ðàâíàm(x) = kx, ãäå k � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ñòåðæíÿ, îäèíàêîâàÿ ïî âñåé åãî äëèíå. Åñëè æå ñòåð-

æåíü íåîäíîðîäåí, òî ñðåäíÿÿ ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ó÷àñòêà îò x0 äî x0+h ðàâíà kñð. =
m(x0 + h)−m(x0)

h
,

à ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü â òî÷êå x0 ðàâíà m′(x0)

20. Îïðåäåëèòå ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé ïåðåïàä òåìïåðàòóðû â äàííîé òî÷êå íåðàâíîìåðíî íàãðåòîãî ñòåðæíÿ.

21. Îïðåäåëèòå ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé ïîíÿòèå ñèëû ïåðåìåííîãî òîêà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè.

22. Êîëè÷åñòâî ýëåêòðè÷åñòâà, ïðîòåêøåå ÷åðåç ïðîâîäíèê, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t = 0, âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé
q(t) = 3t2 − 2t. Âû÷èñëèòå ñèëó òîêà â êîíöå øåñòîé ñåêóíäû.

23. Òåëî, áðîøåííîå âåðòèêàëüíî ââåðõ ñ âûñîòû h0 ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ v0, äâèæåòñÿ ïî çàêîíó

h(t) = h0 + v0 −
gt2

2
. Íàéäèòå âûñîòó òåëà â ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ñêîðîñòü òåëà â 2 ðàçà ìåíüøå ïåðâîíà-

÷àëüíîé, åñëè h0 = 4ì, v0 = 3ì/ñ è g ≈ 10ì/ñ2.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

24. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé:

à) y = sinx; á) y = cosx; â) y = tg x; ã) y = ctg x.

25. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ÷åòíîé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè åñòü íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, à ïðîèçâîäíàÿ íå÷åòíîé
äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè åñòü ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ.

26. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïåðèîäè÷åñêîé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ òåì æå
ïåðèîäîì.

27. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé:

à) y = sin 2x; á) y = cos2
√
x; â) y = tg

(
3x− π

4

)
; ã) y = x ctg x.

28. Ïðîäèôôåðåíöèðóéòå ôóíêöèþ.

à) y = sin 2x cosx− cos 2x sinx; â) y = sin(cosx); ä) y =
1− cosx

1 + cosx
;

á) y =
√
1− cosx+ 0, 25 cos2 x; ã) y =

√
ctg x+

√
tg x; å) y =

√
1− sinx

cosx
.

Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0:
1) èìååò íåïðåðûâíóþ îáðàòíóþ ôóíêöèþ x = g(y);
2) èìååò íåíóëåâóþ ïðîèçâîäíóþ,

Òîãäà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x = g(y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå y0 = f(x0), ïðè÷åì g′y =
1

f ′
x
.

29. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà (xα)′ = αxα−1 âåðíà íå òîëüêî äëÿ α ∈ N, íî è äëÿ α ∈ Q.

30. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé: à) y = x
√
x; á) y =

1
8
√
x 3
√
x
.

31. Ïîëó÷èòå ôîðìóëû ïðîèçâîäíûõ îáðàòíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.

32. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

à) y = arctg 2x; â) y = arcsin(sinx); ä) y = arcsinx+ arccosx;

á) y = arcctg
√
x; ã) y = arcsinx · arccosx å) y = arccos

2x

1 + x2
.



Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî â ýòîé òî÷êå ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó f(x).
Åå óãëîâîé êîýôôèöèåíò k = tgα = f ′(x0).

Îáðàòíî, åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 è åå ãðàôèê èìååò â òî÷êå (x0; f(x0)) íåâåðòèêàëüíóþ
êàñàòåëüíóþ ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì k, òî ñóùåñòâóåò f ′(x) = k. Â ñëó÷àå âåðòèêàëüíîé êàñàòåëüíîé
f ′(x0) =∞.

33. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè, ãðàôèê êîòîðîé èìååò âåðòèêàëüíóþ êàñàòåëüíóþ.

34. Íàéäèòå óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = |x2 − 8x + 10| â òî÷êå ñ
àáñöèññîé x0 = 2.

35. Ïîä êàêèì óãëîì ïåðåñåêàþòñÿ êàñàòåëüíûå ê ãðàôèêó ôóíêöèè y =
√
5− 2x, ïðîâåäåííûå â òî÷êàõ x1 = 1 è

x2 = 2?

36. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x0, òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó â
ýòîé òî÷êå èìååò âèä

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

37. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = sinx â òî÷êå x0 = 0. Êàê îíî ñâÿçàíî ñ ïåðâûì
çàìå÷àòåëüíûì ïðåäåëîì?

38. Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = cosx: ïåðâàÿ â òî÷êå ñ

àáñöèññîé x =
π

6
, à âòîðàÿ â òî÷êå ñ àáñöèññîé x =

7π

6
.

39. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = x2 − 6x+ 2, ïðîõîäÿùåé ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé y = −2x+ 8.

40. Íàïèøèòå óðàâíåíèÿ âñåõ êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y =
1√
3
x3− 3

√
3x, ñîñòàâëÿþùèõ ñ îñüþ Ox óãîë

60◦.

41. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé y = x2 − 4x+ 3, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó M(2; −5).
42. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y =

√
4− 2x− x2, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M(3; 0).

43. Íàéäèòå óðàâíåíèÿ âñåõ êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y =
x2 + 1

x
, îãðàíè÷èâàþùèõ âìåñòå ñ êîîðäèíàòíûìè

îñÿìè òðåóãîëüíèê ïëîùàäè 2.

44. Íàéäèòå óðàâíåíèÿ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêàì y = sin 2x− 3x3 è

y =
x3

3
+ 2x2 + 6x.

45. Íà ãðàôèêå ôóíêöèè y =
1

3
x3−2x2−22x−28 íàéäèòå âñå òî÷êè, êàñàòåëüíàÿ â êàæäîé èç êîòîðûõ ïåðåñåêàåò

ïîëîæèòåëüíûå ïîëóîñè, îòñåêàÿ îò íèõ ðàâíûå îòðåçêè.

46. Óãëîì ìåæäó êðèâûìè íàçûâàþò óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè ê íèì â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ. Ïîä êàêèì óãëîì ïåðå-

ñåêàþòñÿ êðèâûå y =
√
x è y =

1

x
?

47. Ôóíêöèÿ y =
√
R2 − x2 çàäàåò ïîëîâèíêó îêðóæíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíàÿ â êàæäîé òî÷êå ýòîé ïîëó-

îêðóæíîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíà ðàäèóñó, ïðîâåäåííîìó ê òî÷êå êàñàíèÿ.

48. Íàéäèòå óðàâíåíèÿ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, êàñàþùèõñÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y =
1

x
è íàõîäÿùèõñÿ äðóã îò

äðóãà íà ðàññòîÿíèè 1.

49. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ y = 2x − 1 íå ïåðåñåêàåò êðèâóþ y = x4 + 3x2 + 2x. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ
áëèæàéøèìè òî÷êàìè.

50. Íàéäèòå óðàâíåíèÿ îáùèõ êàñàòåëüíûõ ê ïàðàáîëàì y = 2x2 − x+ 5 è y = −x2 + 7x− 1.

51. Íàéäèòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, êàñàþùåéñÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = x4 − 4x3 â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ.

Äîìàøíåå çàäàíèå

52. Íàéäèòå êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y =
3x+ 1

2x− 1
: ïåðâàÿ

â òî÷êå ñ àáñöèññîé x = −1, à âòîðàÿ â òî÷êå ñ àáñöèññîé x = 3.

53. Ê ïàðàáîëå y = 4x− x2 â òî÷êå íà íåé ñ àáñöèññîé x0 = 3 ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ. Íàéäèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
ýòîé êàñàòåëüíîé ñ îñüþ Ox.

54. Íàéäèòå âñå îáùèå òî÷êè ãðàôèêà ôóíêöèè y = 3x − x2 è êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê ýòîìó ãðàôèêó ÷åðåç
òî÷êó P (0; 16)

55. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ x, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ êàñàòåëüíûå ê ãðàôèêàì ôóíêöèé
y = 3 cos 5x+ 2 è y = 5 cos 3x+ 2 â òî÷êàõ ñ àáñöèññîé x ïàðàëëåëüíû.

56. Íàïèøèòå óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = x2 − 2x− |4x|, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ åãî â äâóõ òî÷êàõ.
Ñäåëàéòå ÷åðòåæ.

57. Íàéäèòå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (1; 3), êàñàþùåéñÿ ãðàôèêà ôóíêöèè
y = 8

√
x− 7 è ïåðåñåêàþùåé â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ãðàôèê ôóíêöèè

y = x2 + 4x− 1.

58. Ïàðàáîëà ñ âåðøèíîé íà îñèOx êàñàåòñÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êèA(1; 2) è Â(2; 4), â òî÷êå Â. Íàéäèòå
óðàâíåíèå ïàðàáîëû.

59. Íàéäèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî âåðøèí âñåõ ïàðàáîë âèäà y = x2 + ax+ b, êàñàþùèõñÿ ïðÿìîé y = 4x− 1.


