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Áåñêîíå÷íî áîëüøèå è áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè

ß ðàçãàäàëà çíàê "áåñêîíå÷íîñòü"

Çåìôèðà

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ α(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x→ a, åñëè lim
x→a

α(x) = 0.

102. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè, áåñêîíå÷íî ìàëîé íà áåñêîíå÷íîñòè.

103. ÑÊ Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x → a è îãðàíè÷åííîé âáëèçè òî÷êè a
ôóíêöèé � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ â òî÷êå a ôóíêöèÿ.

104. Ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x → +∞ è îãðàíè÷åííîé íà R ôóíêöèé. Îáÿçà-

òåëüíî ëè ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ: à) áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x→ +∞; á) îãðàíè÷åííàÿ íà R?
105. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñóììå áåñêîíå÷íî ìàëûõ (â òî÷êå èëè íà áåñêîíå÷íîñòè) ôóíêöèé? À î ðàçíî-

ñòè? Î ïðîèçâåäåíèè? Î ÷àñòíîì?

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x→ +∞, åñëè

(∀N)(∃M)(∀x > M)(|f(x)| > N). Ïèøóò lim
x→+∞

f(x) =∞.

106. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè, áåñêîíå÷íî áîëüøîé â äàííîé òî÷êå.

107. ÑÊ Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x → +∞ (â äàííîé òî÷êå)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ
1

f(x)
áåñêîíå÷íî ìàëà ïðè x→ +∞ (â äàííîé òî÷êå).

108. Îáúÿñíèòå, ÷òî îçíà÷àåò lim
x→+∞

f(x) = +∞; lim
x→−∞

f(x) = +∞; lim
x→+∞

f(x) = −∞;

lim
x→−∞

f(x) = −∞.

109. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïðåäåëå ñóììû:

à) äâóõ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ôóíêöèé;

á) áåñêîíå÷íî áîëüøîé ôóíêöèè è ôóíêöèè, èìåþùåé êîíå÷íûé ïðåäåë?

110. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïðåäåëå ïðîèçâåäåíèÿ:

à) äâóõ áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ôóíêöèé;

á) áåñêîíå÷íî áîëüøîé ôóíêöèè è ôóíêöèè, èìåþùåé êîíå÷íûé íåíóëåâîé ïðåäåë;

â) áåñêîíå÷íî áîëüøîé è áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèé?

111. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí íåíóëåâîé ñòåïåíè � áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ôóíêöèÿ.

112. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïðåäåëå ïðè x → ∞ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè (÷àñòíîãî äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ) â

çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíåé ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ?

113. Êàêèå èç ôóíêöèé áåñêîíå÷íî ìàëû ïðè x→ +∞ : à)
x3

x4 + 1
; á)

x

10300
; â)

10300

x
; ã)

2[x] + 3[x]

6[x]
?

Îäíîñòîðîííèå ïðåäåëû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (a − c; a) äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæè-

òåëüíîãî c. Òîãäà ÷èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ñëåâà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ

lim
x→a−0

f(x), åñëè (∀ε > 0)(∃δ = δ(ε))((a− δ < x < a)⇒ (|f(x)− b| < ε)).

114. Äàéòå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè ñïðàâà.

115. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ èìååò ïðåäåë â òî÷êå a òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò â ýòîé òî÷êå

ïðåäåëû êàê ñëåâà, òàê è ñïðàâà, ïðè÷åì ýòè ïðåäåëû ñîâïàäàþò.

116. Èçîáðàçèòå ãðàôèêè ôóíêöèé, êîòîðûå áû â òî÷êå x0 = 2:
à) èìåëè áû ïðåäåë ñëåâà, íî íå èìåëè áû ïðåäåëà ñïðàâà;

á) èìåëè áû ðàçíûå ïðåäåëû ñëåâà è ñïðàâà.

Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè. Ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áåñ-

êîíå÷íî ìàëîìó ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà â ýòîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðèðàùåíèå

ôóíêöèè (ò.å. lim
x−x0→0

(f(x)− f(x0)) = 0)

117. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà ÿçûêå ”ε− δ”. Ñäåëàéòå ÷åðòåæ.



118. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé ñëåâà (ñïðàâà).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé íà ìíîæåñòâå, åñëè îíà íåïðåðûâíà â êàæäîé

òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà. (Íåïðåðûâíîñòü â êîíöå îòðåçêà ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîñòîðîííåé)

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí íåïðåðûâåí íà R, à ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ � íà âñåé îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ. Âîò áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå x0. Òîãäà â ýòîé òî÷êå íåïðåðûâíû è

ôóíêöèè f(x) + g(x), f(x)− g(x), f(x)g(x), (f(x))n, ãäå n ∈ N. Åñëè g(x) 6= 0, òî íåïðåðûâíà

è ôóíêöèÿ
f(x)

g(x)
.

119. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ: à) f(x) =
√
x; á) f(x) = |x| íåïðåðûâíà íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Òî÷êè ðàçðûâà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è íå

ÿâëÿåòñÿ â òî÷êå x0 íåïðåðûâíîé. Òîãäà òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè f(x).

120. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå òî÷êè ðàçðûâà íà ÿçûêå ”ε− δ”.
Êëàññèôèêàöèÿ òî÷åê ðàçðûâà. Ïóñòü x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè f(x). Åñëè â òî÷êå
x0 ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû ôóíêöèè f(x) êàê ñëåâà, òàê è ñïðàâà, òî x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé

ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � âòîðîãî ðîäà.

Ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ óñòðàíèìûì, åñëè lim
x→a−0

f(x) = lim
x→a+0

f(x). Ïðè ýòîì f(x)

ìîæåò ëèáî îòëè÷àòüñÿ îò ýòèõ ïðåäåëîâ, ëèáî âîîáùå íå ñóùåñòâîâàòü.

Íåóñòðàíèìûé ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì ñêà÷êîì. Â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷íûå ïðå-

äåëû ôóíêöèè f(x) ñëåâà è ñïðàâà ñóùåñòâóþò, íî íå ðàâíû äðóã äðóãó.

Òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà íàçûâàåòñÿ ïîëþñîì, åñëè îáà îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëà â íåé ðàâíû

±∞ è ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

121. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ôóíêöèé, èìåþùèõ îïèñàííûå âèäû ðàçðûâà.

Ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ è ðàçðûâíûõ ôóíêöèé

122. Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü ñëåäóþùèå ôóíêöèè: à) y = [x]; á) y = {x}; â) y =
[x]

{x} ; ã)

y =
1

x
ïðè |x| > 1 è y = x2 ïðè |x|6 1.

Îïðåäåëåíèå. Êîìïîçèöèÿ äâóõ ôóíêöèé f(x) = g(ϕ(x)) íàçûâàåòñÿ ñëîæíîé ôóíêöèåé.

123. Ïóñòü f(x) = cosx; g(x) = 2x− 3; ϕ(x) =
√
x.

à) Çàäàéòå ôîðìóëîé ôóíêöèè g(ϕ(x)); ϕ(f(g(x))).
á) Çàïèøèòå â âèäå êîìïîçèöèè ôóíêöèè cos

√
x; 2

√
cosx− 3.

124. Âåðíî ëè ðàâåíñòâî: à) lim
x→1

2

|2x| = | lim
x→1

2

2x|; á) lim
x→1

2

[2x] = [ lim
x→1

2

2x]?

Ëåììà. Ïóñòü f(x) = g(ϕ(x)) � ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì lim
x→x0

ϕ(x) = b, à g(x) íåïðåðûâíà â

òî÷êå b. Òîãäà lim
x→x0

g(ϕ(x)) = g( lim
x→x0

ϕ(x)). (Çíàê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè è çíàê ïðåäåëà ìîæíî

ìåíÿòü ìåñòàìè)

Òåîðåìà î íåïðåðûâíîñòè ñëîæíîé ôóíêöèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, à ôóíê-

öèÿ g(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå ϕ(x0). Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ g(ϕ(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

125. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû: à) lim
x→2

√
x2 − x+ 7− 4

x2 − 1
; á) lim

x→−3

√
1− |x|
x+ 1

.

126. Ïóñòü ôóíêöèè g(x) è ϕ(x) îïðåäåëåíû íà R, ïðè÷åì lim
x→x0

ϕ(x) = b, à lim
x→b

g(x) = c. Âåðíî ëè,

÷òî åñëè êîìïîçèöèÿ g(ϕ(x)) íåïðåðûâíà íà R, òî lim
x→x0

g(ϕ(x)) = c?

127. Ôóíêöèÿ Äèðèõëå. D(x) = 1 äëÿ x ∈ Q, è D(x) = 0 äëÿ x ∈ R \ Q. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ
Äèðèõëå íà íåïðåðûâíîñòü. Êàêîãî ðîäà ó íåå ðàçðûâû?

128. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà R è:

à) ðàçðûâíîé òîëüêî â îäíîé òî÷êå;

á) ðàçðûâíîé â êàæäîé òî÷êå;

â) íåïðåðûâíîé ðîâíî â îäíîé òî÷êå;

ã) íåïðåðûâíîé ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ.

129. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà R è: à) ðàçðûâíîé â öåëûõ òî÷êàõ è íåïðåðûâíîé â

îñòàëüíûõ; á) íåïðåðûâíîé â öåëûõ òî÷êàõ è ðàçðûâíîé â îñòàëüíûõ.



Íåïðåðûâíîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

130. Äîêàæèòå, ÷òî sinx < x < tg x ïðè 0 < x <
π

2
.

Óêàçàíèå. Îòìåòèì íà êîîðäèíàòíîì êðóãå òî÷êè P0 è Px. Ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿð ê îñè àáñöèññ

PxB è êàñàòåëüíóþ PxA äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ àáñöèññ. Ñðàâíèì äëèíó äóãè P0Px ñ äëèíàìè

îòðåçêîâ PxB è PxB.

131. Äîêàæèòå, ÷òî | sinx|6 |x| äëÿ âñåõ x ∈ R, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â íóëå.

132. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè ôóíêöèÿ: à) y = sinx; á) y = cosx.

133. Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè: à) y = tg x; á) y = ctg x.

Ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë

lim
x→0

sinx

x
= 1

.

134. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû:

à) lim
x→0

tg x

x
; á) lim

x→0

sin 5x− sin 3x

sinx
; â) lim

x→0

sin 5x

x
; ã) lim

x→0

cosx− cos 3x

x2
; ä) lim

x→0

1− cosx

x2
.

135. Ñäåëàâ ïîäõîäÿùóþ çàìåíó, âû÷èñëèòå ïðåäåëû:

à) lim
x→1

(
(1− x) · tg πx

2

)
; á) lim

x→π
4

(
tg 2x · tg

(
π

4
− x

))
; â) lim

x→π
3

sin
(
x− π

3

)
1− 2 cosx

;

Ïîðÿäîê ìàëîñòè

Ïóñòü lim
x→x0

α(x) = 0 è lim
x→x0

β(x) = 0.

Òîãäà åñëè lim
x→x0

α(x)

β(x)
= 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî α(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âûñøåãî ïîðÿäêà, ÷åì β(x) (à

β(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ íèçøåãî ïîðÿäêà, ÷åì α(x)).

Îáîçíà÷åíèå: α(x) = o(β(x)) (÷èòàåòñÿ "o ìàëîå").

Åñëè æå lim
x→x0

α(x)

β(x)
= ñ, ãäå c 6= 0 òî ãîâîðÿò, ÷òî α(x) è β(x) � áåñêîíå÷íî ìàëûå îäíîãî ïîðÿäêà

ìàëîñòè. Îáîçíà÷åíèå: α(x) = O(β(x)) (÷èòàåòñÿ "î áîëüøîå").

Â ÷àñòíîñòè, åñëè lim
x→x0

α(x)

β(x)
= 1, òî α(x) è β(x) ýêâèâàëåíòíû.

136. Ñðàâíèòå ïî ïîðÿäêó ìàëîñòè ïðè x→ 0 ôóíêöèè:

x, x2, 5x2, x3, x3 − 3x2, sinx, arcsinx, tg x, x sinx.

Äîìàøíåå çàäàíèå

137. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ôóíêöèé áåñêîíå÷íî ìàëî. Îáÿçàòåëüíî ëè îäíà èç íèõ áåñêîíå÷íî ìàëà?

138. Íàéäèòå ïðåäåë à) lim
x→+∞

x
4
3 − 2

5x+ 3
√
x
; á) lim

x→+∞
( 3
√
x−
√
x).

139. Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ y = sin
1

x
.

140. Ñóùåñòâóåò ëè: à) lim
x→+∞

sinx

x
; á) lim

x→0
(x sin

1

x
)?

141. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû:

à) lim
x→0

(x · ctg 3x); á) lim
x→0

tg x− sinx

sin3 x
; â) lim

x→0

sinx− sin a

x− a ; ã) lim
x→π

4

cos
(
x+

π

4

)
tg x− 1

;

ä) lim
x→0

sin 3x+ sin 7x

cos 4x− cos 6x
; å) lim

x→1
(x2 − 1) ctg πx; æ) lim

x→π
4

cos
(
x+

π

4

)
tg x− ctg x

; ç) lim
x→−2

x+ 2

cos
π

x

.


