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Òðèãîíîìåòðèÿ � 1

Ðàäèàííàÿ ìåðà óãëà

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü, åå öåíòðàëüíûé óãîë è âûñåêàåìóþ èì äóãó. Ðàäèàííîé ìåðîé óãëà

íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå äëèíû äóãè ê ðàäèóñó îêðóæíîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, 1 ðàäèàí - âåëè÷èíà öåíòðàëüíîãî óãëà, äëèíà äóãè êîòîðîãî ðàâíà ðàäèóñó îêðóæíîñòè.

1. à) Âûðàçèòå â ðàäèàíàõ óãîë, ðàâíûé 36◦, 330◦.

á) Âûðàçèòå â ãðàäóñàõ óãîë, ðàâíûé
3π

2
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2. Çàïèøèòå ôîðìóëû äëèíû äóãè l è ïëîùàäè ñåêòîðà S, åñëè ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí R, à öåíòðàëüíûé
óãîë ðàâåí α è èçìåðåí: à) â ãðàäóñàõ; á) â ðàäèàíàõ.

3. Ñîñòàâüòå òàáëèöó ïåðåõîäà îò ãðàäóñíîé ìåðû ê ðàäèàííîé äëÿ óãëîâ 30◦, 45◦, 60◦, 90◦, 120◦, 135◦, 150◦,
180◦, 270◦, 360◦.

4. Ñîñòàâüòå òàáëèöó çíà÷åíèé sinα è cosα äëÿ çíà÷åíèé α = 0,
π
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,
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5. ∗ Çàïèøèòå, ÷åìó ðàâíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü ÷àñîâîé, ìèíóòíîé è ñåêóíäíîé ñòðåëîê (â ðàäèàíàõ â ìèíóòó).

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ÷èñëîâîãî àðãóìåíòà

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íà åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü. ×èñëó 0 ñîïîñòàâèì
òî÷êó P0(1, 0). Ïðîèçâîëüíîìó ÷èñëó α � òî÷êó Pα � îáðàç òî÷êè P0 ïðè ïîâîðîòå ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò íà óãîë α ðàäèàí. Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàþò íàìîòêîé äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé íà îêðóæíîñòü, à
ïîëó÷èâøóþñÿ îêðóæíîñòü � òðèãîíîìåòðè÷åñêèì êðóãîì.

6. Îòìåòüòå íà òðèãîíîìåòðè÷åñêîì êðóãå ÷èñëà π, −π, π
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7. Îòìåòüòå íà òðèãîíîìåòðè÷åñêîì êðóãå âñå òî÷êè âèäà:
à)

π

4
+ 2πn, ãäå n ∈ Z; á) −π

6
+ πn, ãäå n ∈ Z; â)

πn

3
, ãäå n ∈ Z;

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü òî÷êà Pα èçîáðàæàåò íà òðèãîíîìåòðè÷åñêîì êðóãå ÷èñëî α. Îðäèíàòà òî÷êè Pα íàçû-

âàåòñÿ ñèíóñîì α, à àáñöèññà � êîñèíóñîì α. tgα =
sinα

cosα
; ctgα =

cosα

sinα
.

8. Êàê ñîãëàñóåòñÿ ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå ñ îïðåäåëåíèÿìè ñèíóñà, êîñèíóñà, òàíãåíñà è êîòàíãåíñà îñòðîãî óãëà
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà?

9. Îïèøèòå ñâîéñòâà ñèíóñà è êîñèíóñà êàê ôóíêöèé ÷èñëîâîãî àðãóìåíòà: îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, îáëàñòü çíà÷å-
íèé, íóëè, èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà, ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ, òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà.

10. Ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ l ê åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â òî÷êå P0. Ïóñòü Tα � òî÷êà åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé,
ïðîâåäåííîé ÷åðåç òî÷êó Pα è íà÷àëî êîîðäèíàò. Äîêàæèòå, ÷òî: à) Tα ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
cosα 6= 0; á) â ýòîì ñëó÷àå îðäèíàòà òî÷êè Tα ðàâíà tgα. Ïðÿìóþ l íàçûâàþò ëèíèåé òàíãåíñîâ.

11. Îïðåäåëèòå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ëèíèþ êîòàíãåíñîâ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìàëûõ óãëîâ âåðíû ïðèáëèæåííûå ðàâåíñòâà sinα ≈ α è tgα ≈ α. Íàïðèìåð, îòíîñèòåëüíàÿ
ïîãðåøíîñòü ïåðâîãî ðàâåíñòâà äëÿ óãëîâ, ìåíüøèõ 10◦, íå ïðåâûøàåò 1%.

12. Óãëîì êàêîé ÷åòâåðòè ÿâëÿåòñÿ óãîë α, åñëè à) sinα < 0, cosα > 0; á) cosα < 0, tgα > 0?

13. Ñîñòàâüòå òàáëèöó çíà÷åíèé sinα, cosα, tgα è ctgα äëÿ çíà÷åíèé α = 0,
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14. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ à) ctg
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15. Ðåøèòå óðàâíåíèå: à) sinα = 1; á) tgα = 0; â) cosα =

√
3

2
.

16. Îöåíèòå âûðàæåíèå: à) 2− 3 sinα; á) |3 + 4 cosα|.
17. Âîçìîæíî ëè ðàâåíñòâî 5 cosα− 3 sinα = 8?

18. Ñðàâíèòå ÷èñëà: à) cos 1 è cos 2; á) sin 1 è sin 2.

19. Îïðåäåëèòå çíàê ÷èñëà sin cos 2.

20. Âîåííûå èçìåðÿþò ìàëûå óãëû â òûñÿ÷íûõ. 1 òûñÿ÷íàÿ � ýòî
1

3000
ðàçâåðíóòîãî óãëà. Ðàññòîÿíèå Ð äî

óäàëåííûõ ïðåäìåòîâ èçâåñòíîé âûñîòû Â ïðèáëèæåííî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Ð =
Â

Ó
·1000, ãäå Ó � óãîë,

ïîä êîòîðûì âèäåí ïðåäìåò, èçìåðåííûé â òûñÿ÷íûõ. ×åìó ðàâíî ÷èñëî π ñ òî÷êè çðåíèÿ âîåííûõ?

21. ∗ Êîëåñî ðàäèóñà 1 êàñàëîñü îñè àáñöèññ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Â ìîìåíò âðåìåíè 0 îíî ïîêàòèëîñü ïî îñè
àáñöèññ íàïðàâî ñî ñêîðîñòüþ 1 (ò.å. çà âðåìÿ t åãî öåíòð ñìåùàåòñÿ íà t). Ïóñòü Ì � òî÷êà íà îêðóæíîñòè
êîëåñà, ñîâïàäàâøàÿ âíà÷àëå ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Çàïèøèòå åå êîîðäèíàòû x è y êàê ôóíêöèè îò âðåìåíè
t. Íàðèñóéòå ïðèìåðíî òðàåêòîðèþ òî÷êè Ì. Ýòà êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ öèêëîèäîé.



Äîìàøíåå çàäàíèå

22. Âî ñêîëüêî ðàç óãîë â π ãðàäóñîâ ìåíüøå óãëà â 1 ðàäèàí?

23. Àñòðîíîìû èçìåðÿþò ðàññòîÿíèÿ â ïàðñåêàõ. 1 ïàðñåê � ýòî ðàññòîÿíèå, ñ êîòîðîãî ðàäèóñ (òî÷íåå, áîëüøàÿ
ïîëóîñü) çåìíîé îðáèòû âèäåí ïîä óãëîì 1′′. Ñêîëüêî êèëîìåòðîâ â 1 ïàðñåêå? R ≈ 150 000 000 êì.
1′′ � 1 ñåêóíäà; â ãðàäóñå 60 ìèíóò, â ìèíóòå 60 ñåêóíä.

24. Ðåøèòå óðàâíåíèå:
à) sinα = 0; â) cosα = 1; ä) tgα =

√
3; æ) ctgα = 0;

á) sinα = −1

2
; ã) cosα =

√
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2
; å) tgα = −1; ç) ctgα = − 1√

3
.

25. Ðåøèòå óðàâíåíèå cosβ = 2a− a2 − 2.
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27. Ñðàâíèòå äâà ÷èñëà: à) sin
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28. Âû÷èñëèòå 1− tg
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6
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Îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî

29. Äîêàæèòå îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî sin2 α+ cos2 α = 1

è åãî ñëåäñòâèÿ: tg2 α+ 1 =
1

cos2 α
, ctg2 α+ 1 =

1

sin2 α

30. Èçâåñòíî, ÷òî tgα = 2, 4 è
π

2
< α <

3π

2
. Íàéäèòå ctgα è sinα.

31. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: à)
1− sin2 α

1− cos2 α
+ tgα ctgα; á) ctgα−

√
1− cosα

1 + cosα
, åñëè π < α < 2π.

32. Èçâåñòíî, ÷òî tgα = 2. Íàéäèòå: à)
3 sinα− 5 cosα

4 sinα+ cosα
; á)

sinα− 2 cosα

2 sin3 α+ cos3 α
.

33. Íàéäèòå îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè: à) f(x) = 3 cos2 x− 4 sin2 x; á) 5 cos2 x− tg xctg x.

34. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî: sin2 α cos2 α ≤ 0, 25; á) sin4 α+ cos4 α ≥ 0, 5;
â) sin6 α+ cos6 α ≥ 0, 25.

35. Íàéäèòå cosα+ sinα, åñëè tgα+ ctgα = a.

36. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ 2 cos2 α− 3 sinα.

Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî T íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì ôóíêöèè f(x), åñëè äëÿ ëþáîãî x èõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f(x)
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

f(x− T ) = f(x) = f(x+ T ).

37. Âñÿêàÿ ëè ôóíêöèÿ èìååò ïåðèîä?

38. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ôóíêöèè, ïåðèîäàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñå ÷èñëà?

39. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïåðèîäû T1 è T2, Äîêàæèòå, ÷òî åå ïåðèîäàìè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà: à) −T1; á)
T1 + T2; â) nT1; ã) nT1 + kT2, ãäå n, k � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ íåíóëåâîé ïåðèîä, íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

40. Íàéäèòå íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè: à) f(x) = {x}; á) f(x) = {3x}.
41. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó ôóíêöèè åñòü íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä T , òî âñå îñòàëüíûå ïåðèîäû êðàòíû

T . Íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ åå îñíîâíûì ïåðèîäîì.

42. Íàéäèòå îñíîâíîé ïåðèîä ôóíêöèè: à) f(x) =
{
x

3

}
+ 3

{
x

5

}
; á) f(x) = {3x}+ 8{5x};

â) f(x) =
√
1 + {4x}.

43. ßâëÿåòñÿ ëè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèÿ: à) f(x) = {x2}; á) f(x) = {x}+ {x
√
2}?

×¼òíîñòü è ïåðèîäè÷íîñòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Òåîðåìà. Ôóíêöèè y = sinx, y = cosx ïåðèîäè÷åñêèå. Èõ îñíîâíîé ïåðèîä ðàâåí 2π. Ôóíêöèè y = tg x,
y = ctg x ïåðèîäè÷åñêèå. Èõ îñíîâíîé ïåðèîä ðàâåí π.

44. Íàéäèòå ïåðèîä ôóíêöèè: à) f(x) = sin 3x+ 2 cos 5x; á) f(x) =

√
sin

4

5
x+ 3 tg

7

8
x+ cos 5x.

45. Âû÷èñëèòå à) sin
47π

6
; á) cos 1543π; â) tg

26π

3
; ã) ctg

199π

4
.

Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ y = cosx � ÷åòíàÿ, à ôóíêöèè y = sinx, y = cosx è y = cosx � íå÷åòíûå.


